3.1 Vinovody

Vyvoj programu

Metoda kone¢nych prvkd je obecna numerickd metoda pro feSeni

parcialnich diferencialnich rovnic. Jelikoz Maxwellovy rovnice, které T
popisuji Sifeni elektromagnetické viny ve vlnovodu, patii do rodiny
parcidlnich diferencidlnich rovnic, mtizeme metodu konecnych prvka k ¥
analyze pole ve vlnovodu pouzit.

Zakladni postup pii vypoétu rozlozeni pole ve vlnovodu lze shrnout do

nékolika krokui:

1. Profil vinovodu rozdélime na koneéné prvky. V piipadé podéiné 14 13 3 17 16 6 20 19 (i
homogenniho vinovodu rozdélime profil na malé trojuhelniky. 13 2 18 5 21
Kazdy trojuhelnik je konecny prvek, vrcholy trojuhelnikt
nazyvame uzly. 1 i 3 X 3

2. RozloZeni podélné slozku elektrické intenzity u vidd TM a Obr. 3.1D.1 Priklad dvojrozmérné sité konecnych
magnetické intenzity u vidi TE formalné aproximujeme nad 13”"[ e j}/[‘;d’; d 'éiséa: lokdlni uzly. Cervend
kazdym koneénym prvkem linearni, kvadratickou nebo kubickou s
funkei. Formalni aproximaci rozumime skute¢nost, Ze funkce je
vyjadiena pomoci neznamych hodnot intenzity v uzlech a pomoci zndmych bazovych funkci (linearnich, kvadratickych, kubickych).
Kazda bazova funkce nabyva jednotkové hodnoty v jednom uzlu a nulové hodnoty v uzlech ostatnich. Aproximace je formalné jednou
rovnici pro N neznamych uzlovych hodnot.

3. Formalni aproximaci dosadime do vychoziho vztahu, tj. do feSené rovnice. Jelikoz aproximace diky své piibliznosti nesplituje feSenou
rovnici zcela piesn&, musime k nafemu vztahu pii¢ist chybovou funkei (tzv. reziduum). Cim mensi je reziduum, tim piesnéjii je
aproximace.

4. Reziduum minimalizujeme metodou vazenych rezidui. Tato metoda spoc¢iva v postupném vynasobenim rezidua vhodnymi vdhovymi
funkcemi a v integrovani tohoto soucinu pres cely profil analyzovaného vinovodu. Zvolime-li za vahové funkce bazové funkce vSech
uzld, v nichz nezname hodnotu intenzity, dostaneme N rovnic pro N neznamych. Popsana volba vahovych funkei je nazyvana
Galerkinovou metodou.

5. Vyfesime maticovou rovnici, kterou dostaneme jako vysledek Galerkinovy metody. Tim ziskame hodnoty doposud neznamych
uzlovych intenzit. Maticova rovnice, kterou fesime v ptipadé vinovodu, je tzv. zobecnény problém vlastnich ¢isel. Vysledkem je vektor
vlastnich cisel (vektor kvadratt kritickych vinovych ¢isel jednotlivych vidl) a matice odpovidajicich vlastnich vektorti (uzlové hodnoty
podélnych slozek intenzit jednotlivych vida).

6. Dosazenim uzlovych hodnot do formalni aproximace ziskame aproximacni funkci hledané podélné slozky intenzity v kazdém bodé

profilu analyzovaného vlnovodu. Z podélné slozky intenzity mizeme vypocist vSechny ostatni slozky vektort intenzity elektrického i
magnetického pole.

Pti praktickych vypoétech metodou koneénych prvki postupujeme pon€kud odlisné. V literatufe jsou totiz k dispozici jiz hotové matice

koeficientll pro normovany konecny prvek. Sta¢i nam vzit tyto matice koeficientdl, upravit je pro nase konkrétni prvky a spojit tyto matice

spole¢né s kone¢nymi prvky do sité. Celou proceduru lze opét popsat v nékolika krocich:

1.

Profil vinovodu rozdélime na kone¢né prvky. Tento tkol je naprosto shodny s pfedchozim postupem.
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Obr. 3.1D.2 Dvojrozmeérny konecny prvek pro

linedarni aproximaci

2. V literatufe nalezneme vztahy pro vypocet koeficientli jednotlivych kone¢nych prvkt. Dosazenim plochy e-t¢ho kone¢ného prvku A©

a thld u vrcholli e-tého trojihelnikového prvku (viz obr. 2) do téchto vztahli dostaneme koeficienty pro nase konkrétni prvky. Vztahy

pro matice koeficientil linearni aproximace nasleduji:
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3. Sestavime diagonélni matice pro "izolované" kone¢né prvky, tj. pro prvky dosud nespojené do sité (symboly 0 zna¢i nulové matice o

rozmérech 3x3)

4. Sestavime vazebni matici, ktera urcuje vzajemny vztah mezi lokalnimi uzly (modra ¢isla v obr. 1) a uzly globalnimi (¢ervena Cisla v

obr. 1). Sloupce matice odpovidaji globalnim uzlim, fadky matice uzlim lokalnim. Pokud ma byt lokalni uzel pfidruzen k ptislusnému

uzlu globalnimu, napiSeme do fadku odpovidajiciho ¢islu lokalniho uzlu ve sloupci odpovidajicim uzlu globalnimu hodnotu 1. V

opacném piipad¢ je hodnota prvku matice nulova. Pro uzly z obr. 1 by vazebni matice vypadala nasledovné:
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Obr. 3.1D.3 Vazebni matice

5. Sdruzime nezavislé kone¢né prvky do propojené sité elementtl. Matematicky tomu odpovidaji nasledujici maticova operace:

Ssc=cTsc, 1.=cTTC
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6. Vyfesenim maticové rovnice (je stejna jako u diive popsaného postupu)
SE+k2TE=0

ziskame kriticka vinova ¢isla jednotlivych vidi & a uzlové hodnoty intenzity elektrického pole E téchto vidti. Dosazenim uzlovych
hodnot do formalni aproximace ziskdme aproximacni funkci hledané podélné slozky intenzity v kazdém bod¢ profilu analyzovaného
vinovodu.

Nas matlabovsky program je zaloZen na praveé popsaném algoritmu. ZjednoduSeny vypis matlabovského kodu nasleduje. Jelikoz kod je peclivé

komentovan, nebudeme ho dale nijak popisovat.
function kn = linearTE( Nx, Ny);

iNx = Nx + 1;
iNy = Ny + 1;

Sifrka vlnovodu
vyska vlnovodu

a = 22.86e-3;
b = 10.16e-3;

oo oo

dx = ones(1l,Nx) * (a/Nx); % vektory rozméru k.p.
dy = ones(1,Ny) * (b/Ny);

Q1 [ 0O0O0; 01 -1; 0 -11]1 / 2;

03 [ 1 -10; -110; 000] / 2;

Te = [ 21 1; 12 1; 1121 /12;
N = 2 * Nx * Ny; % celkovy pocet k.p.

St = sparse( 3*N, 3*N); ¢ matice pro izolované k.p.
Tt = sparse( 3*N, 3*N);

n = 0;

for ny=1:Ny
for nx=1:Nx

n=mn-+1;
lw = 3*n-2;
hg = 3*n;

St (lw:hg,lw:hg) = Q1 * dx(nx)/dy(ny) + Q3 * dy(ny)/dx(nx);
Tt (lw:hg,lw:hg) = Te * dx(nx)*dy(ny)/2;

St (lw+3*Nx:hg+3*Nx, lw+3*Nx:hg+3*Nx) = St (lw:hg,lw:hqg);

Tt (lw+3*Nx:hg+3*Nx, lw+3*Nx:hg+3*Nx) = Tt (lw:hg,lw:hqg);

end
n = n + Nx;
end
C = get cl( Nx, Ny, N)

Q

S = C'*St*C; ¢ sdruzeni izolovanych k.p.
T = CVSIre~Cg

clear C St Tt
[H,K] = eig( full(S), full(T)); % reSeni problému vlast.cisel

2

kn = sqrt( diag( K)); ¢ vektor kritickych vlnovych cisel
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