3.2 Stinéné mikropaskové vedeni

Podrobnéjsi popis
V tomto c¢lanku se budeme zabyvat detaily vypoctu rozlozeni elektromagnetického pole v

|
mikropaskovém stinéném vedeni (obr. 3.2B.1), u né¢hoz se parametry ve sméru podélné osy ¥, T 3

ing |
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vedenim), coz vyrazné zjednodusuje vypocet [20]. Pro analyzu pfitom vyuZzijeme vinovou I

neméni. Potom nam totiz sta¢i analyzovat jen dvojrozmérnou strukturu (pfiény prifez

metodu (full-wave methods), metodu konec¢nych prvk. I b

2

Jak jsme si uvedli ve vrstvé A, vyjdeme pfitom z Maxwellovych rovnic v diferencialnim tvaru, a

predpokladame, ze zdroje elektromagnetického pole jsou umistény ve velké vzdalenosti od / / AT
Pt 1

oblasti, v niz provadime vypocet (pak jsou v oblasti analyzy vnucené proudy Jg nulové), Ze je v

dielektriku obklopujicim mikropasek nulova objemova hustota naboje p, ze prostiedi ve stinicim ! 2 )?I}]

vinovodu je linearni a izotropni (permitivita a permeabilita jsou skalary, jejichz hodnota nezavisi
Obr. 3.2B.1 Stinené

mikropadskové vedeni
(podélné homogenni)

na velikosti piislusné intenzity), ze dielektrikum vykazuje elektrické ztraty (reprezentovano
mérnou elektrickou vodivosti o) a ze vSechny kovové ¢asti (stinici vinovod, mikropasek) jsou
dokonalymi elektrickymi vodi¢i.

Analyzované mikropaskové vedeni umistime do kartézského souradného systému (soufadnice x a y v pficném sméru, soufadnice z podélna).
Potom muzeme fici, Ze se elektromagneticka vina bude ve struktufe §ifit ve sméru podélné osy z (podél mikropasku) a ze zavislost vektoru
elektrické intenzity na této podélné soufadnici bude popsana vztahem

E(x, ¥, z) = E(x, y)exp(fyz),
kde y je konstanta Siteni (propagation constant).

Vyjadiime-li v§echny vektory jako soucet vektoru pii¢ného (index ¢ jako tramsversal) a vektoru podélného (index z podle podélné osy),

dostavame
Vi x(VxEy) —y(V 1 Ez +yEy) = k2 1,6 E,
0 MHpErhy,
Vi x [(V;EZ + yEt)XZ()] = kg,u,s}EZ Z(.
Zatimco je vektorovou rovnici pro pfi¢né slozky vektort, je skalarni rovnici pro podélné slozky vektord. V téchto vztazich

znadi V, pficny operator nabla, E, je piiény vektor elektrické intenzity, y je konstanta $ifeni, E, zna¢i podélnou slozku vektoru elektrické
intenzity, ko je vinové ¢islo ve vakuu, u, znadi relativni permeabilitu uvnitt struktury, ¢ je komplexni relativni permitivita uvnitf struktury a zo

znaci jednotkovy vektor v podélném smeéru.

Soustavu diferencialnich rovnic musime doplnit okrajovymi podminkami, kterym musi feSeni soustavy vyhovovat
ny<E; =0
naly,
E,=0

[V;EZ+}/Et] ‘ngy = 0
naly.
V;XEt =0

Rovnice , doplnéné okrajovymi podminkami , budou vychozimi vztahy pro vlnovou analyzu naSeho stinéného
mikropaskového vedeni. Musime si vSak uvédomit, Ze v soustaveé , mame zahrnutu pouze prvni a druhou Maxwellovou

rovnici. Aby feSeni automaticky vyhovovalo i tfeti a ¢tvrté Maxwellové rovnici, musime pracovat s tzv. hybridnimi konecnymi prvky.

Pfi analyze stinéného mikropaskového vedeni pomoci hybridnich kone¢nych prvkti musime zahrnout do vypocti vSechny slozky elektrické
intenzity nebo vSechny slozky intenzity magnetické. Vychozim vztahem analyzy pfitom je
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Obr. 3.2B.2 Priklady siti obdélnikovych dvojprvkii
pro analyzu stinéného mikropaskového
vedeni

Podstata hybridnich kone¢nych prvki spoéiva v modelovani podélné slozky
elektrické nebo magnetické intenzity pomoci uzlové aproximace a Vv
modelovani pficnych slozek elektrické nebo magnetické intenzity pomoci

aproximace, zalozené na hranovych vektorech (edge vectors).

V prvém kroku metody konec¢nych prvku je tfeba analyzovanou oblast (v
nasem piipad¢ prifez mikropaskového stinéné¢ho vedeni) rozdé€lit na konecné
prvky (podoblasti, které se navzajem nepiekryvaji a jejichz sjednoceni dava
celou analyzovanou oblast). V prostoru koneéného prvku museji byt
parametry analyzované struktury (permitivita, permeabilita, vodivost)
konstantni. Na velikost a na tvar konecnych prvka pfitom nejsou kladena
zadna omezeni. Ptiklady siti pro naSe stinéné mikropaskové vedeni jsou

nakresleny na obr. 3.2B.2.

V druhém kroku feSeni formalné vyjadiime aproximaci hledané neznamé
funkce nad celou plochou jednoho kazdého kone¢ného prvku. Obvykle pritom
neznamé feSeni aproximujeme linearni kombinaci zvolenych aproximacnich
funkci a neznamych aproximacnich koeficientt.

V ptipadé naseho mikropaskového vedeni musime vyjadiit formalni

aproximaci skalarni funkce £, = E,(x,y) a aproximaci funkce vektorové E; = E;

(x,y). Za¢néme funkei skalarni.

Globalni aproximaci skalarni funkce E; v celém prufezu mikropaskového vedeni budeme sestavovat z lokalnich aproximaci na jednotlivych

kone¢nych prvcich.

Lokalni aproximaci podélné slozky vektoru elektrické intenzity na konecném prvku vyjadiime jako linearni kombinaci zvolenych aproximacnich

funkci a neznamych aproximacnich koeficienti. V pfipadé linearni aproximace sestavime aproximacni funkei nad trojuhelnikovym kone¢nym

prvkem jako linearni kombinaci tii dil¢ich linearnich funkei (tfi rovin). Kazda dil¢i linearni funkce nabyva v jednom vrcholu trojihelnikového

koneéného prvku jednotkové hodnoty (kazda funkce vzdy v jiném vrcholu) a nulové hodnoty ve zbyvajicich dvou vrcholech (viz obr. 3.2B.3,

druhy az ctvrty obrazek zleva). Koeficienty ¢, u dil¢ich funkci v linedrni kombinaci budou mit pak vyznam prostorovych vzorkti hledané

funkce ve vrcholech kone¢ného prvku (obr. 3.2B.3). O vrcholech kone¢ného prvku budeme v dalsim hovofit o vrcholech jako o uzlech (nodes)

a o funkénich hodnotach potencialu v téchto bodech jako o hodnotach uzlovych (nodal values).

Obr. 3.2B.3 Linedrni aproximace potencialu na konecném prvku, slozena ze tii linearnich

tvarovych funkci

Dil¢im aproximacnim funkcim fikdme funkce tvarové (shape functions), nebot’ jejich prabe¢h (tvar), jenz zavisi na stupni aproximacniho

polynomu, ovliviiuje i pribéh vysledné aproximace. VSechny tvarové funkce, které nabyvaji jednotkové hodnoty ve stejném uzlu (viz obr.

3.2B.4), pak spolecné tvoii funkci bazovou (basis function).

Obr. 3.2B.4 Linedrni bdzova funkce,

prislusejici m-tému uzlu
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V mnoha ptipadech je vyhodné&jsi pouzit aproximaéni funkce vysSich fada. I kdyz u aproximaci vyssich fadt musi trojihelnikovy prvek
obsahovat vice uzli (6 u kvadratické aproximace, 10 u aproximace kubické, atd.), obvykle dosdhneme stejné chyby feseni jako u linearni
aproximace pii vyuziti podstatné niz§iho poctu konecnych prvkii. Aproximacni funkce vysSich fadd maji totiz hladsi pribeh, takze lépe

odpovidaji prib&éhtim veli¢in v pfirodé kolem nas.

Obr. 3.2B.5 Dvojrozmeérné simplexni
souradnice

Nyni, kdyz vime, co jsou to tvarové funkce a jak vypadaji, pokusime se pro né najit vhodné matematické vyjadieni. Nejcastéji se k tomuto

ucelu vyuzivaji tzv. Lagrangeovy polynomy, vyjadfené pomoci simplexnich soufadnic [21].

Zaénéme vysvétlenim pojmu simplexni soufadnice (simplex coordinates). V piipadé trojuhelnikovych konecnych prvki maji simplexni
soutadnicové osy smér vysek trojihelnika. Simplexni soufadnice nabyvaji hodnoty 1 ve vrcholu trojihelniku a hodnoty 0 na protilehlé strané
trojuhelnika. Simplexni soufadnice nezaviseji na tvaru ani na velikosti trojithelnikového prvku, a proto lze vSechny potiebné vypocty provést v

simplexnich soufadnicich pouze pro jediny kone¢ny prvek a ziskané vysledky pak prepocist pro konecné prvky ostatni.

Co se tyka fyzikalni podstaty simplexnich soufadnic, obecny bod P na ploSe trojuhelnikového prvku rozdéluje tuto plochu na tii diléi
trojuhelniky (obr. 3.2B.6). Podil obsahu dil¢iho trojihelnika, leZiciho proti prvnimu uzlu, k obsahu celého trojuhelnikového koneéného prvku,

udava soufadnici bodu P na prvni simplexni soufadné ose

2 = a(5))
L)
pfi¢emz se zbyvajicimi simplexnimi soufadnymi osami je to podobné. Ve vztahu znaci o(S1) obsah dil¢iho trojuhelnika, leziciho proti

prvnimu uzlu, a o(S) symbolizuje obsah celého trojiihelnikového konecného prvku. Je tudiz zfejmé, ze soucet vSech tii simplexnich soufadnic v

libovolném bodé¢ trojuhelnikového kone¢ného prvku musi byt roven jedné

Obr. 3.2B.6 Podstata simplexnich
souradnic

atota =L
A jak je ukdzano v [21], tento vyrok lze zobecnit pro libovolnou dimenzi a pro libovolny stupei aproxima¢niho polynomu.
Nyni, kdyZ mame jasno v simplexnich soufadnicich, miizeme se vratit k Lagrangeovym interpolacnim polynomum.

Lagrangetv polynom n-tého stupné obecné vyjadiime pomoci simplexni soufadnice & vztahem

1
m!

m—1
R (n, &) =—k[[0 (né—k) m=1 Ry(n, &) =1,
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kde n je stupeni aproximaéniho polynomu. Vztah

pfitom popisuje najednou celou mnozinu polynomt, pficemz jednotlivé prvky této

mnoziny se li§i indexem m, ktery mize nabyvat hodnot od nuly po stupen polynomu r.
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Obr. 3.2B.7 Mnozina Lagrangeovych polynomii druhého stupné

Nuly polynomt R,,(n) jsou ekvidistantné¢ rozmistény na soufadnicich & = 0, 1/n az (m-1)/n, jednotkové hodnoty polynom nabyva v & = m/n.

Tudiz, Ry(n) ma m ekvidistantné rozmisténych nul nalevo od soufadnice & = m/n a Zadnou napravo.

Vyse uvedené konstatovani je ilustrovano obrazkem 3.2B.7, v némz jsou vykresleny prvky mnoziny kvadratickych polynomt R(2). Z obrazka

je zfejmé vyse popsané ekvidistantni rozmisténi nul. Prvek mnoziny s indexem 0, tj. Ro(2) nema zadnou nulu nalevo od soufadnice 0 a nabyva

jednotkové hodnoty na soufadnici 0. Prvek mnoziny s indexem 1, tj. R1(2), ma jednu nulu na soufadnici 0 a nabyva jednicky v 1/2. Kone¢né

prvek mnoziny s indexem 2, tj., Ry(2), ma nuly na soufadnicich 0 a 1/2 a je jednotkovy na soufadnici 1.
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Obr. 3.2B.8 Jednorozmérny konecny prvek,
jeho simplexni souradnice a
indexy prvkit mnoziny
Lagrangeovych polynomii

Nyni z pravé zavedenych Lagrangeovych polynomu sestavime kvadratické tvarové
funkce pro jednorozmérny konecny prvek. Simplexni soufadnice & bude na tomto
prvku orientovana zleva doprava, soufadnice & pljde zprava doleva (obr. 3.2B.8).
Tvarovou funkci uzlu 1 (jednotkova hodnota v uzlu 1, nulova hodnota v uzlech 2 a 3)
pak nejsnaze vytvotime vynasobenim Lagrangeova polynomu proménné ¢ s indexem
0 (konstantni funkce s hodnotou 1) Lagrangeovym polynomem proménné & s
indexem 2 (jelikoz soufadnice & je orientovana zprava doleva, musime priib¢h funkce

R2(2) z obr. 3.2B.7 zrcadlové otoéit v horizontalnim sméru).

Obdobnym zpusobem mizeme postupovat i pii vytvafeni tvarovych funkci pro uzly 2
a 3. V pripadé uzlu 2 bychom vzajemné nasobili Lagrangeovy polynomy proménnych
&) a & s indexem 1, v pfipad€ uzlu 3 je zapotiebi vynasobit Lagrangetiv polynom

proménné & s indexem 2 Lagrangeovym polynomem proménné ¢& s indexem O.

Indexy Lagrangeovych polynomd, tvoficich tvarové funkce jednotlivych uzld, jsou u téchto uzll zapsany i v obr. 3.2B.8, a to ve formé Cisel

sestavajicich ze dvou Cislic; prvni Cislice je index Lagrangeova polynomu soufadnice ¢, druha Cislice potom odpovida indexu Lagrangeova

polynomu soufadnice &. Soucet téchto ¢islic musi byt vzdy roven stupni aproximac¢niho polynomu n.

Obecné tedy muzeme tvarovou funkei uzlu (7, j) jednorozmérného koneéného prvku vyjadiit vztahem

aij = Ri(n, & )R;(n, &) i+ j=n,

kde n je stupen aproximacniho polynomu, R znac¢i Lagrangeovy polynomy, definované vztahem a ¢ jsou simplexni soufadnice.

V dalsim kroku prfejdeme k dvojrozmérnému konecnému prvku. Jedinou zmeénou, ke které v tomto pfipadé dojde, je pfidani nové simplexni

soutadnice &3 ke dvéma soufadnicim stavajicim & a &. Ke dvéma Cinitelim, vystupujicim ve vztahu pro tvarové funkce na jednorozmérném

prvku, pak tedy staci pfidat treti Cinitel, odpovidajici Lagrangeoveé polynomu nové simplexni soufadnice &3

aiji = Ri(n, &1)R; (n, )R (n, &) i+ j+k=n.

Ve vySe uvedeném vztahu znaci &1, & a &3 simplexni soufadnice dvojrozmérného konec¢ného prvku, n je stupen aproximacniho polynomu a R

jsou Lagrangeovy polynomy.

Dosazenim do vztahtl a dostavame pro linearni aproximaci tvarové funkce

n
a100 :Nl( )

<1, a010:N2(n) =&, apol :N3(n) =d3.
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Nyni, kdyz jsme se seznamili s bazovymi funkcemi pro aproximaci skalarni funkce F,, vénujme se aproximaci vektorové funkce E..
Aproximace vektorové funkce formalné odpovida aproximaci funkce skalarni, jen bazové funkce jsou funkcemi vektorovymi
N O Y B R Y e

t 1,01 1,01 1,12 1,12 1,20 t,zo’ij tij tij

]

Obr. 3.2B.9 K vysvétleni chovani vektorove
tvarové funkce, pro prehlednost
vynechany horni indexy

Ve vztahu znaci et,()l(") hranovy aproximacni koeficient pro aproximaci rozlozeni pfi¢nych slozek vektoru elektrické intenzity, ktery
nalezi k hran€ 0-1 n-tého konec¢ného prvku. Déle, symbol Nt,()l(") znac¢i vektorovou tvarovou funkei, kterou nasobime hranovy koeficient 0-1,
abychom dostali pfispévek tohoto koeficientu k aproximaci rozlozeni pfiénych slozek elektrické intenzity na plose n-tého koneéného prvku.
Obdobné¢ je tomu i u zbyvajicich dvou vektorovych tvarovych funkeci.

Pro vektorové tvarové funkce pfitom plati

zk(’”l.) n(
5 () ki

) 1(”1()
n J>
0

N

tij

o)

(
LRy

=&

kde A" znagi plochu n-tého konecného prvku, lk,i(n) je délka hrany k-i n-tého konecného prvku, nk’,-(") je normala k hrané k-i n-tého
konecného prvku a ¢ je klasicka simplexni soufadnice, kterd nabyva jednotkové hodnoty v uzlu i a je nulova na protilehlé hrané. Vyznam
ostatnich symbolu je pak obdobny.

Podivejme se blize na chovani tvarové funkce v uzlu 0. Zde simplexni soufadnice &y nabyva jednotkové hodnoty a ¢ je nulova. V
uzlu 0 ma tedy tvarova funkce smér normaly k hrané 2-0, orientované dovnitf konecného prvku (disledek zaporného znaménka) a
jeji velikost je rovna obracené hodnoté vysky vyo. Co se tyka chovani v uzlu 1, zde ma tvarova funkce smér a orientaci normaly k hrané 1-2 a
jeji velikost je rovna pievracené hodnoté vysky vg;. Pti pohybu z uzlu 0 do uzlu 1 po hrané 0-1 se tedy smér tvarové funkce plynule
meéni z —n01(" ) na +n12(") a jeho velikost z hodnoty (1/vy0) na (1/vg1). A jelikoz tvarova funkce nezavisi na soufadnici &, je popsané
chovani funkce stejné i na vSech rovnobézkach s hranou 0-1.

Nyni, kdyz mame formalné aproximovany vsechny slozky vektoru elektrické intenzity, miizeme pokracovat ve zbyvajicich krocich metody
konecnych prvki. Témi kroky je dosazeni aproximace do feSené rovnice, vyjadfeni chyby (rozdil mezi aproximaci feSeni a feSenim pfesnym) a

jeji minimalizace. Provedenim téchto krokti dosp&jeme k vysledné maticové rovnici

L N " 2 7" G £
: i FC) R PRI ey

kde
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Ve vyse uvedenych vztazich je E,(") sloupcovy vektor tii nezndmych hranovych aproximacnich koeficientll (pro aproximaci pficnych slozek
vektoru elektrické intenzity) na plose n-tého konecného prvku a Ez(") znali sloupcovy vektor tii neznamych uzlovych aproximacnich
koeficientll (pro aproximaci podélné slozky vektoru elektrické intenzity) opét na n-tém kone¢ném prvku. Dale, y znaci komplexni konstantu
Sifent, ko je vinove cislo ve vakuu, yr(") je relativni permeabilita n-tého kone¢ného prvku a SNr(" ) je komplexni relativni permitivita téhoz prvku.
Symbol dS zna¢i elementarni plosku pro integraci po plose n-tého kone¢ného prvku a symbol NE vyjadiuje celkovou plochu n-tého kone¢ného
prvku. Suma se s¢itacim indexem m symbolizuje s¢itani pfes vSechny uzly kone¢ného prvku (tj. m = 0, 1, 2) a suma s indexy i, j znamena
scitani pres vSechny hrany prvku (j. i, j = 0-1, 1-2, 2-0). Symboly e ij(") jsou hranové aproximacni koeficienty, symboly e, ,, () jsou

aproximacéni koeficienty uzlové.

Matice T, G™, S, ™ T.0V a S [ jsou matice koeficientti n-tého kone¢ného prvku o rozméru 3 x 3. Elementy zminénych matic byly
vypocteny integraci souc¢inu bazovych a vahovych funkci (nebo jejich derivaci) na plose n-tého kone¢ného prvku (samoziejmé v simplexnich

soutadnicich). Tyto matice miizeme vy¢islit pomoci nasledujicich vztahti

i=0
2 11

(n)iA(”)
> = 1 2 1},
112

kde

-1 1 1 1 -1 1 -1 -1 3
[0 —2 2] (-1 0 1] 1 -1 0
Co=|0 1 -1, C;=|2 0 -2|, Cy=|1 -1 0}
0 1 —1] -1 0 1| -2 2 0]
[0 0 o [1 0 —1] 1 -1 0]
Dp=|0 1 -1|, D;=[0 0 0| Dy=[-1 1 o0}
[0 -1 1| -1 0 1| [0 0 0]

A™ je plocha n-tého kone¢ného prvku a 6; Q) je uhel u i-tého vrcholu n-tého koneéného prvku. Uvedené vztahy pfitom plati pro nasledujici
organizaci uzli a hran

g | 0 ) ) ) () ()

20 1 %2 G122 Y20 6ol

VyfeSenim maticové rovnice pro vektor neznamych aproximacnich koeficientli ziskame feSeni problému. Dosazenim aproximacnich koeficientti
do formalni aproximace dostaneme skutecnou aproximaci hledané funkce v kazdém bodé n-tého konec¢ného prvku, sjednocenim aproximaci nad
vSemi kone¢nymi prvky pak ziskame globalni aproximaci ve vSech bodech prostoru, nad kterym jsme hledali feSeni zadané parcialni

diferenciélni rovnice.
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Ve vrstvé C nabizime c¢tenafi matlabovsky program, ktery pomoci pravé popsané verze metody koneénych prvkia analyzuje stinéné

mikropaskové vedeni. Prakticky programatorsky popis programu uvadime ve vrstvé D.
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